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Resumen
En este artículo se expone en forma autocontenida el esquema matemático que define el modelo 
piezoeléctrico, el cual se emplea para describir el comportamiento físico en los materiales 
capaces de crear carga eléctrica bajo la influencia de fuerzas mecánicas. Adicionalmente, se 
presentan algunas técnicas utilizadas en la caracterización eléctrica de celdas desarrolladas en 
grupos de investigación en contextos nacionales e internacionales, que trabajan en el desarrollo 
de fuentes de energía alternativas.
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Abstract
This article intends to describe the mathematical schema that defines the piezoelectric model in a self - contained 
way. This schema is used to describe the physical behavior of materials capable of creating electric charge under the 
influence of mechanical forces. In addition, some techniques used in the electric characterization of cells developed in 
research groups in national and international contexts are presented. These research groups work on the development of 
alternative energy sources projects.
Key words: piezoelectric Cells, Mathematical Model, Characterization.
Resumo
Neste artigo expõe-se em forma autocontenida o esquema matemático que define o modelo piezoeléctrico, o qual se 
emprega para descrever o comportamento físico nos materiais capazes de criar ônus elétrico baixo a influência de forças 
mecânicas. Adicionalmente, apresentam-se algumas técnicas utilizadas na caracterização elétrica de celas desenvolvidas 
em grupos de investigação em contextos nacionais e internacionais, que trabalham no desenvolvimento de fontes de 
energia alternativas.
Palavras-chave: celas piezoeléctricas, modelo matemático, caracterização.
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INTRODUCCIÓN
La piezoelectricidad es un fenómeno eléctrico que 
se presenta en algunos minerales y fue descubier-
to por los hermanos Curie (J. Curie, 1880; P. Curie, 
1880) a finales del siglo xix. Sin embargo, solo hasta 
el año de 1916 se dio a conocer su primera apli-
cación en el trabajo de Paul Langevin y Constantin 
Chilowski en la construcción de un detector ultrasó-
nico utilizado para la medición de los fondos marinos 
y la detección de submarinos durante la Primera 
Guerra Mundial. Según la bibliografía relacionada 
con la generación de energía a partir de celdas pie-
zoeléctricas, en 1944 los científicos B.M. Wool e I.P. 
Goldman, del Lebedev Physycal Institute, fueron los 
primeros en implementar un método de sinteriza-
ción de cerámicas piezoeléctricas con titanato de 
bario (BaTiO3) (Sharapov, 2006; Ukraine Patent No. 
56930, 2011), aunque, posteriormente, se extendió 
al titanato zirconato de plomo (pzt), niobato de litio 
(LiNbO3), zirconato de plomo (PbZrO3), titanato 
de plomo (PbTiO3) y otras combinaciones (Cady, 
1964). El presente artículo, de carácter introduc-
torio a las cerámicas piezoeléctricas, surge de la 
revisión bibliográfica de varias fuentes documen-
tales académicas (libros, revistas especializadas, 
trabajos de grado y google académico), en las que 
se indaga sobre cuáles son los elementos físicos y 
matemáticos más relevantes en el modelamiento de 
una celda piezoeléctrica y cómo podrían caracteri-
zar experimentalmente después de su elaboración, 
con el fin de complementar la línea experimental 
utilizada en la elaboración de cerámicas piezoeléc-
tricas de titanato de bario (BaTiO3) del proyecto 
“Determinación de la energía producida en relación 
a las dimensiones de cerámicas piezoeléctricas de 
titanato de bario para aplicaciones en Ecosiste-
mas Inteligentes”, del grupo de investigación del 
Programa Tecnología en Electrónica de la Facultad 
de Ingeniería UNIMINUTO – Sede principal. Actual-
mente, de acuerdo con las actividades del proyecto 
antes mencionado se está realizando la evaluación 
del tamaño de las cerámicas piezoeléctricas que 
permitirá obtener una producción de energía y resis-
tencia mecánica adecuada para aplicaciones viales. 
ASPECTOS PRELIMINARES DE LA 
PIEZOELECTRICIDAD
La Piezoelectricidad es una propiedad física de al-
gunos materiales no conductores cristalinos como, 
por ejemplo, la turmalina, el cuarzo y la sal de 
Rochelle (figura 1), en la que ante la variación de 
su estructura cristalina por una fuerza mecánica 
externa (tensión) genera un momento dipolar eléc-
trico y, con ello, un voltaje. Este proceso es llamado 
efecto piezoeléctrico directo (también se presenta 
un comportamiento inverso, es decir, que ante la 
aplicación de un campo eléctrico se produce una de-
formación), y aunque el fenómeno es perceptible de 
forma natural, en la industria se han creado algunas 
combinaciones con cristales ferroeléctricos como el 
titanato de bario (BaTiO3), que pueden ser optimiza-
dos al polarizarse (Nelson, 2010; Reza, 2006). 
Figura 1. Turmalina - cuarzo - sal de Rochelle
Fuente: tomado y adaptado de Nelson (2010).
En términos químicos, y como se presenta en la fi-
gura 2, las cerámicas piezoeléctricas de titanato 
de bario (BaTiO3) están compuestas por cristales de 
perovskita, los cuales poseen una estructura cúbica 
con cationes grandes en sus esquinas (Bario - Ba) y 
en su interior, una estructura octaédrica de oxígenos 
con un catión más pequeño en su centro (titanio - 
Ti), que es precisamente el que permite la gene-
ración del momento magnético al ser presionado y 
polarizado.
Figura 2. Estructura cristalina cubica del BaTiO3
Fuente: tomado y adaptado de Wang (2010).
La cerámica se polariza sometiéndola a un campo 
eléctrico específico en una temperatura cercana a la 
temperatura de Curie (definida como la temperatu-
ra en la que los materiales ferromagnéticos cambian 
sus propiedades a paramagnéticos), lo cual define 
la dirección de la fuerza de compresión que dará 
la mejor respuesta en términos de voltaje (Orozco, 
2015; Dineva, 2014). 
El titanato de bario (BaTiO3) y en general los cris-
tales ferroeléctricos poseen un comportamiento 
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característico en su polarización inducida cuando es 
aplicado sobre ellos un campo eléctrico alterno, tal 
fenómeno es conocido como histéresis ferroeléctri-
ca (figura 3); de él, específicamente del área bajo 
la curva correspondiente a la energía disipada en 
forma de calor debido a las pérdidas mecánicas y 
dieléctricas, se puede obtener un valor que permite 
clasificarlos como cristales ferroeléctricos de alta 
potencia “hard” o de baja potencia “soft” (Celano-
vic, 1997).
Figura 3. Histéresis ferroeléctrica
Fuente: tomado y adaptado de Celanovic (1997).
La marina de Estados Unidos (us, 1984) ha clasificado 
estos cristales como Navy Type i, ii, iii, iv, y v. En don-
de el Type iv (“hard”) corresponde a composiciones 
modificadas de titanato de bario (BaTiO3) con menor 
actividad piezoeléctrica y una temperatura Curie 
más baja que cualquiera de las cerámicas pzt. En la 
siguiente tabla (tabla 1), se presenta la información 
ofrecida generalmente por el fabricante, en donde 
para este caso específico, los valores se encuentran 
diferenciados por el tamaño de sus granos (300, 600 
y 1300).
Tabla 1. Propiedades de los materiales piezoeléctricos 
Channel Industries, inc.
BARIUM TITANATE
Material Reference 
Numbers Channel 
Industries, Inc. 
U.S. Navy
300 600 1300 Navy IV
Coupling 
Coefficients
k33 .46 .39 .45
k31 −.19 −.16 −.18
k15 .46 .39 .45
kp −.32 −.27 −.30
Piezoelectric Constants
d33 10-12 m/V 145 82 145
BARIUM TITANATE
Material Reference 
Numbers Channel 
Industries, Inc. 
U.S. Navy
300 600 1300 Navy IV
d31 “ −58 −33 −56
d15 “ 245 150 245
g33 10-12 Vm/N 13.1 16.8 12.2
g31 “ −5.2 −6.8 −4.7
g15 “ 20.5 29.8 19.1
Free Dielectric Constants
KT3 1250 625 1350
KT1 1350 570 1450
Fuente: adaptación propia.
Los datos presentados en la tabla, aunque son solo 
un ejemplo, nos sirve para establecer un estimado 
de los parámetros que se utilizarán más adelan-
te cuando se defina un modelo matemático para 
el análisis de los fenómenos piezoeléctricos y la 
determinación de las características eléctricas y 
mecánicas de las celdas piezoeléctricas, aunque en 
ese punto también dependerá de los protocolos y 
técnicas implementados en su elaboración.
MODELO MATEMÁTICO
Desde 1987 las relaciones constitutivas de un ma-
terial piezoeléctrico (para pequeñas condiciones 
de campo), fueron establecidas por el Instituto 
de Electricidad y Electrónica (Institute of Electri-
cal and Electronic, ieee) en términos de constantes 
piezoeléctricas, de permitividad y de deformación 
elástica como: 
(1)
Escrita en forma resumida como:
(2)
(3)
Donde el vector de desplazamiento eléctrico D 
 es de tamaño (3x1), es el vector deformación 
(adimensional) de tamaño (6x1), E es el vector de 
campo eléctrico aplicado  de tamaño (3x1) y σm 
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es el vector tensión  de tamaño (6x1). Las cons-
tantes piezoeléctricas son la constante dieléctrica eiσj 
 de tamaño (3x3), la deformación elástica skEm 
 de tamaño (6x6) y los coeficientes piezoeléctri-
cos o también llamadas constantes piezoeléctricas 
didm y djck  de tamaño (3x6) y (6x3) res-
pectivamente (los superíndices y se han añadido 
para diferenciar entre el efecto piezoeléctrico in-
verso “converse” y el directo “direct”, aunque en 
la práctica estos coeficientes sean numéricamente 
iguales) (ieee,1987). Asumiendo la nomenclatura utili-
zada en Moheimani (2006) (figura 4): 
Figura 4. Nomenclatura de los ejes
No Eje
1 x
2 y
3 z
4 Corte alrededor de x
5 Corte alrededor de y
6 Corte alrededor de zx(1)
y(2)
z(3)
P
Fuente: tomado y adaptado de Moheimani (2006). 
Y tomando el modelo específicamente para el caso 
de una celda piezoeléctrica utilizada para la gene-
ración de carga, donde el campo eléctrico exter-
no aplicado es cero, las ecuaciones en términos de 
constantes piezoeléctricas dij que son las que esta-
blecen una proporcionalidad entre la generación de 
cargas y la tensión mecánica aplicada medidas a 
temperatura y campo eléctrico constante, se con-
vierten, según Sirohi (2000) y Moreno (2016) en:
(4)
De lo anterior, y del hecho de que casi todas las 
celdas piezoeléctricas se diseñan de forma tal que 
su máximo desempeño se dé cuando sobre ellas se 
aplica una tensión de manera perpendicular (eje 
z(3)), podemos concluir que el coeficiente más re-
presentativo en este modelo es el d33 que representa 
el coeficiente de carga piezoeléctrica y establece 
la relación entre la carga que fluye en la dirección 
cuando se aplica sobre ella una tensión también en 
esta dirección, siempre que el material está libre de 
cualquier otra tensión.
Así pues, es posible estimar la cantidad de carga 
eléctrica generada en el material en términos del 
desplazamiento eléctrico D como Moheimani (2006) 
y Montero (1991): 
(5)
Donde dA1, dA2 y dA3 son las componentes del área 
del electrodo en los planos 1-2, 1-3 y 2-3 respectiva-
mente y con la idea de aplicar tensión solo en forma 
perpendicular. En conclusión, la carga recogida de-
pende solo del área del electrodo perpendicular al 
desplazamiento D.
CARACTERIZACIÓN DE UNA CELDA 
PIEZOELÉCTRICA
Otra manera de abordar el estudio de las celdas pie-
zoeléctricas, es determinando un modelo eléctrico 
equivalente que permita obtener algunas de sus 
propiedades piezoeléctricas y elásticas cuando ya 
están elaboradas. Uno de los parámetros más útiles 
para lograr esto es el valor de la frecuencia de reso-
nancia fr, valor que se obtiene experimentalmente 
utilizando el hecho de que las cerámicas poseen una 
frecuencia de resonancia en la que su impedancia 
es mínima y su resonancia es mayor a la medida en 
cualquier otra frecuencia; el fenómeno contrario se 
presenta a una frecuencia que es llamada anti reso-
nante fa. La idea se presenta en la figura 5 (Jordan, 
2001).
Figura 5. Variación de la impedancia en función de la 
frecuencia
Im
pe
de
nc
ia
, 
Z
Frecuencia, f
Fuente: tomado y adaptado de Jordan (2001).
La frecuencia de resonancia fr, por ejemplo, para 
una celda circular plana utilizada como resonador 
piezoeléctrico, se obtiene de la división del valor de 
la constante de frecuencia para vibraciones planas 
NPE y el diámetro del disco, gracias a que el módulo 
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de la impedancia y de la admitancia para valores 
cercanos a la frecuencia de resonancia y antireso-
nancia es puramente óhmica como se muestra en la 
figura 6 (González, 2013); figura en la que también 
es posible determinar el factor de calidad Q (Arnau, 
2004).
Figura 6. Curva de resonancia de un transductor piezoeléctrico
Fuente: tomado y adaptado de Arnau (2004).
(6)
(7)
En ieee (1987) y Jordan (2001) se propone que en re-
sonancia, la cerámica puede ser modelada como un 
circuito rlc serie (resistencia, bobina, condensador) 
en paralelo con un condensador. El modelo es deno-
minado modelo Van Dyke (figura 7), aunque en otras 
referencias (Jin, 2011; Choi, 2013; Wu, 2003, entre 
otros), es llamado Butterworth-Van Dike (bvd) y será 
el utilizado en el proyecto de investigación antes 
mencionado. 
Figura 7. Modelo Van Dyke
L1
R1
C1
C0
Fuente: elaboración propia.
Existen algunas pequeñas variaciones al modelo, 
como, por ejemplo, la trabajada por Sherrit (1997) 
en donde se elimina la resistencia R1, o los mode-
los Butterworth-Van Dike Modificado (mbvb), trabaja-
do por Cernosek (1998) y Zalazara (2010), y el Bu-
tterworth-Van Dike extendido (ebvd), de Torres, en 
donde básicamente se adicionan más condensadores 
en paralelo.
Primera técnica experimental 
(Zalazara, 2010)
Para el modelo más simple, los valores de las com-
ponentes pueden ser calculadas con el dato de los 
parámetros de los materiales y sus características 
geométricas como:
(8)
(9)
(10)
(11)
Donde pp es la permitividad del piezoeléctrico, Ae el 
área del electrodo, el espesor del piezoeléctrico, ω0 
la frecuencia angular característica, ƞp la viscosidad 
del piezoeléctrico y Ke la constante de acoplamiento 
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electromecánico, que es un valor muy importante 
ya que se encarga de establecer la efectividad con 
la que se convierte la acción mecánica en ener-
gía eléctrica (Gutiérrez, 2010). 
Otros valores significativos que se deben tener 
en cuenta al momento de elaborar las celdas pie-
zoeléctricas son: el factor de calidad mecánico Qm 
y el factor de disipación dieléctrico . Estos valores 
son los más importantes en la definición de las po-
sibles aplicaciones dinámicas del material, ya que 
a través de ellos es posible determinar las pérdidas 
de energía en el proceso de transducción (Pereira, 
2009; Sokhanvar, 2007; Dubois, 1999; Wingqvist, 
2000). En Measurement Specialties (1999) aparece 
otro ejemplo de valores tenidos en cuenta en la ela-
boración de celdas piezoeléctricas con Titanato de 
Bario BaTiO3,como la densidad 5.7x103  Kg  m3 , permiti-
vidad relativa 1700 y las constantes d31=78x10-12  C  N , 
g31=5x10-3  V.m  N  y k31=21 % a 1KHz.
Segunda técnica experimental 
(González, 2009)
Otra manera de obtener el valor de los elementos 
que se utilizan en el modelo Van Dyke es utilizando 
la celda piezoeléctrica como resonador, midiendo 
de ella para unos montajes específicos los valores 
de la frecuencia de resonancia fr, antiresonancia fa, 
resistencia de la celda a la frecuencia R1 de resonan-
cia y la capacitancia a frecuencias muy por debajo 
de la fr.
En la figura 8 se presenta el montaje que permite 
medir los parámetros antes mencionados, donde el 
valor de C0 por poseer una impedancia muy alta tie-
ne un efecto despreciable sobre el modelo. Es nece-
sario tener en cuenta que la resistencia en serie del 
circuito debe ser mucho mayor que la impedancia 
del resonador a la fr, que es donde el voltímetro da 
una lectura mínima V2, de modo tal que el valor de 
R1 puede ser obtenido de:
(12)
Figura 8. Circuito para la medición de fr
R
Resonador
V V2V1
Fuente: elaboración propia.
De manera similar y con la utilización del montaje 
presentado en la figura 9, la frecuencia de antireso-
nancia fa puede ser medida bajo la condición que R2 
sea mucho menor que la impedancia del resonador 
a fa (González, 2009). Cuando se mide la capacidad 
del resonador a una frecuencia muy por debajo de 
la frecuencia de resonancia (1 kHz), se encuentra 
un valor Clf que es la suma de C0 y C1:
(13)
Figura 9. Circuito para la medición de fa
R2
Resonador
V V2V1
Fuente: elaboración propia.
Con los resultados medios de los montajes anterio-
res, los valores del circuito equivalente se hallan al 
desarrollar:
(14)
(15)
(16)
(17)
Con factor de mérito mecánico o factor de calidad.
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Tercera técnica experimental 
(Cifuentes, 2013)
Cuando la celda se utiliza como generador de ener-
gía eléctrica, se puede presentar un modelo al-
ternativo representado por un circuito rc como se 
muestra en la figura 10.
Figura 10. Circuito equivalente para un generador 
piezoeléctrico
R de perdidas
R de fuga V en la 
cerámica
V fuente
C
Y
Fuente: tomado y adaptado de Cifuentes (2013).
Dónde Cstack se define como la capacitancia de apila-
miento, Rloss la resistencia por pérdidas, Rleakage resis-
tencia por fuga (generalmente 106Ω) Va y el voltaje 
en circuito abierto producido en el piezoeléctrico 
como resultado de una fuerza aplicada. En este caso 
los valores del circuito equivalente se obtienen al 
desarrollar (Keawboonclinay, 2003):
(18)
Con Ԑ0 la permisividad libre del espacio 8.85x10-12 
 F 
 m , permisividad relativa del material piezoeléctri-
co, A el área transversal del piezoeléctrico y hpiezo su 
espesor. 
La resistencia en serie con la fuente Rloss, represen-
ta la pérdida dieléctrica interna del material y  se 
calcula como:
(19)
Con ω la frecuencia angular de operación del gene-
rador y tan δ el factor de disipación dieléctrico. La 
energía eléctrica almacenada en el piezoeléctrico 
como resultado de la compresión mecánica se ob-
tiene con:
(20)
(21)
que corresponde a la carga eléctrica almacenada en 
el material. Finalmente, el voltaje generado Va se 
calcula como:
(22)
Donde es la fuerza aplicada y el módulo de Young 
del piezoeléctrico que oscila entre los 108 - 120 GPa 
(Dent, 2007), generalmente se desea que sea lo más 
bajo posible para que el voltaje generado sea mayor. 
CONCLUSIONES
A partir de la revisión de referencias, en todas ellas se 
establece como punto básico de inicio para el estudio 
de la piezoelectricidad el modelo establecido por la 
ieee, y, aunque no siempre se desarrollan exhaustiva-
mente, reconocen su importancia en el proceso de 
identificar y establecer la influencia de cada uno 
de sus elementos constitutivos en la obtención del 
mayor rendimiento en la elaboración y puesta a 
prueba mediante la experimentación en los labora-
torios. La revisión bibliográfica permitió destacar las 
tres técnicas de caracterización eléctrica más utili-
zadas en grupos de investigación en proyectos de 
diferentes universidades a nivel local e internacional 
antes de realizar el trabajo experimental (Maryland, 
Politécnica de Valencia, Carlos III de Madrid, Nacional 
de Entre Ríos (Argentina), Del Cauca, Escuela de In-
geniería de Antioquia, entre otras). En todas se logra 
reducir el comportamiento de la celda a un circui-
to eléctrico en donde cada uno de los valores de los 
elementos es obtenido de parámetros específicos de 
los materiales (valores proporcionados por el vende-
dor), y de características geométricas propias de cada 
celda, las cuales se encuentran relacionadas direc-
tamente con las posibles aplicaciones dinámicas del 
material para los procesos de transducción. Su prin-
cipal diferencia radica en la disposición que tienen 
los elementos dentro del circuito, ya que de ella se 
establecen características medibles que definen su 
utilización para generación eléctrica, como sensor 
o como resonador. Por último, es importante men-
cionar que dentro del proyecto de investigación del 
Programa Tecnología en Electrónica de la Facultad de 
Ingeniería UNIMINUTO, la técnica para caracterizar las 
cerámicas piezoeléctricas es la que utiliza el modelo 
Van Dyke y funciona de manera óptima, debido a su 
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facilidad de implementación en el laboratorio y la 
medición de las frecuencias de resonancia, antireso-
nancia y las características geométricas de la celda. 
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